Berechnung und Dimensionierung

von Formfedern

Dipl.-Ing. (FH) Kuno Futterknecht

1 Problemstellung

Mit den vorgegebenen Werten wie Federweg, Federkraft und meist
zu geringem Einbauraum - und vielfach noch die Aufgabe einer
Multifunktion an das Energiespeicherelement «<Feder» sowie billig-
ste Herstellung, Montage und Automatisierbarkeit — ist der kon-
struktive Spielraum zur Entwicklung eines Federbauteiles stark ein-
gegrenzt. '

Wenn zudem groBe elastische Verformungen gefordert werden, er-
scheint dem Konstrukteur die Schulliteratur zu oberfldchlich und
die Fachliteratur zu speziell, um sein Problem I6sen zu
kdnnen. Die Folge ist eine intuitive Gestaltung, die sich mehr oder
weniger an bewéhrte Lésungen anlehnt.

Die Tatsache, daB eine bestehende gute Lésung in einen verander-
ten Bauraum oder Belastungshub, eine schlechte L&sung sein
kann, wird erst erkannt, wenn teure Werkzeuge vorliegen, ohne die
jedoch eine Ausprobe nicht mdglich war. Die weitere Entwicklungs-
phase dient daher meist der Werkzeugrettung. Eine lange, zeitrau-
bende Versuchskette der Werkstoffauswahl und Querschnittsén-
derung schlieBt sich an.

Die Kontur der Feder wird meistens nicht mehr verlassen. Man wiir-
de ja sonst wieder am Anfang seiner Entwicklung stehen und alles
Probieren finge von vorne an. Liegt doch die hauptsichliche
Schwierigkeit der Formgebungin der Ermittlung der Biegelinien bei
verschiedenen Belastungen. '

2 Geltungsbereich

Beim vorliegenden Stand dieser Ausarbeitung soll nur der einseitig
eingespannte Tréger betrachtet werden; mit nur einer Einspann-
stelle und einer Laststelle an der Flachfederkontur. Bei der Berech-
nung der Verformung und Biegespannung wird die auftretende
Schubspannung mit einem Fehler kleiner als 1% vernachléssigbar,
wenn die Banddicke bzw. der Drahtdurchmesser nicht gréBer als
1/4 des kleinsten Konturradius gew#hlt wird.
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4 Formelzeichen, Benennungen und Einheiten

A, B1, B2, C, D: Faktoren der Integralfunktionen

E Elastizitdtsmodul N/mm2
Fn Kraft an der Laststelle (n) N
Fh Hilfskraft zur Parallel-Verschiebung N
Ix =1/12b h3

Flachentrdgheitsmoment um die

X-Achse des Bandquerschnitts mm*
M Biegemoment allgemein Nmm
Mn Biegemoment an der Laststelle (n) Nmm
L gestreckte Lénge des Federbandes mm
P,Ph ~ Summe p(i), ph(i) der Teilbereiche mm2
QT Summe q(i), t(i) der Teilbereiche mm?3
Uo,Vo  Koordinaten des Teilbereich-Anfangs mm
Us, Vs Schwerpunktkoordinaten eines Konturelementes mm
wi Form#nderungsarbeit Nmm
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X,Y,Z Koordinaten aus dem Flachenschwerpunkt

des Bandquerschnitts mm
X Koordinate der Querschnitts-Breite mm
Y Koordinate der Querschnitts-Héhe mm
Z Koordinate L zur Querschnitts-Flache mm
u Hebelarm 1 zur Kraftrichtung von Fn mm
v Hebelarm 1 zur Kraftrichtung von Fh mm
b Breite des Federbarides mm
h Dicke des Federbandes mm
i Laufende Nummer der Federband-Teilbereiche

(i=1,223,...,n) .

I Lénge eines Federband-Teilbereichs mm
Al Lénge eines Konturelementes . mm
r - Radius eines Federband-Tellbereichs mm
Po Radius des unbelasteten Konturelements mm
p Radius des belasteten Konturelements mm
sn Verschiebung in Richtung Fn mm
sh Parallel-Verschiebung in Richtung Fh mm
On) Verdrehwinkel rad
Ag’ Biegewinkel eines Konturelementes rad
En Koordinaten aus der Einspannstelle mm
o,B,¥Y Winkel am Teilbereich rad, grd

sk Verschiebung in Richtung & mm
se Verschiebung in Richtung n . mm
O (zul) zulédssige Biegespannung des Werkstoffes N/mm?
e Randfaserabstand mm

h/2 bei Bandmaterial; d/2 bei Rundmaterial

5 Berechndng und Dimensionierung
5.1 Formfeder mit geringer Forménderung

5.1.1 Die Grundlage zur Berechnung
bilden die Sétze von Castigliano

«Der Verdrehwinkel an der Einleitungsstelle eines Biegemomentes,
in Richtung des Drehsinns dieses Moments, ist gleich der partiellen
Ableitung der Form#&nderungsarbeit nach dem Moment.»

«Die Verschiebung an einer Laststelle, in Richtung dieser Last, ist
gleich der ersten partiellen Ableitung der Form&nderungsarbeit
nach der betreffenden Last.»

Formelm&Big dargestellt zeigt sich -
fur die Forménderungsarbeit durch Biegung,

2

M .
Wi =
2EIx

0

dz : ©(1.01)

fur den Verdrehwinkel an der Laststelle (n)

L
aM

2 Mn

E Ix

o(n) = dz : . (1.02)
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und fiir die Verschiebung an der Laststelle (n)

L
M &M

sn = —_— dz
Elx &Fn’

(1.03)

6.1.2 Ansatz zur Berechnung

Gegeben sei eine Formfeder mit konstantem Querschnitt und einer
Kontur beziglich den Einspannkoordinaten £ und .

An der Laststelle (n) wirkt eine Kraft Fn und ein Biegemoment Mnin
vorgegebener Richtung.

Zur Ermittlung der parallelen Auslenkung wird eine Hilfskraft Fh =0
angesetzt, dieimmer senkrecht zur Wirklinie der angreifenden Kraft
steht.

Fir das Biegemoment an jeder Stelle (i) der Kontur gilt:
M(i) = Fn (= u(i)) + Fh v(i) + Mn
Die Drehrichtung ist hier im mathematischen Sinn positiv.

Gleichung (1.04) in Gleichung (1.01), (1.02) und (1.03) eingesetzt,
ergibt flr

(1.04)

L L 2 L
2 2 MnFn Mn
Wi = u)*dz = ——— [ u(i) dz + dz
2EIx 2EIx 2EIx
0 0 0
(1.05)
L
Mn
o =- — [ u(i)ydz + — [ dz (1.06)
E Ix
0
L L
. Mn
sn = — [ u()® dz - — [ u(i) dz (1.07)
E Ix E Ix
0 0
sh = (1.08)

L L
Fn Mn
- J' ui) v(i) dz + — J‘v(i) dz
E Ix ElIx
0 0

5.1.3 Rechengang

Durch Auffinden einer allgemeinen Lésung der auftretenden Inte-
grale, beschrénkt sich die weitere Feder-Berechnung auf einfache
mathematische Beziehungen.

Hierzu wird die zu berechnende Formfeder aus Kre:sbogen und ge-
raden Teilstlicken zusammengesetzt.
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Die ganze Kontur kann damit in einzelne, mathematisch definierba-
re Bereiche eingeteilt werden. Die Summe der geometrischen
Kennwerte der Teilbereiche fiihrt somit zu den Kennwerten an der
Laststelle.

5.1.3.1 Mathematische Definitionen

fur den Teilbereich und fiir die ganze Kontur

. 16) ' n '

Iy = Idz - L =Z 16 (1.09)
0 P=1
I n

pli)y = - fu(i) dz - P :Z p(i) (1.10)
0 i=1
1(i) n

ph(i) = fv(i) dz - Ph =Z phi) (1.11)
0 1=1
I(i) n

q) = fu(i)z dz - Q =Z a(i) (1.12)
0 i=1

. I(i) v n

i = —fu(i)v(i) dz — T =Z (i) (1.13)
0 I=1

Nun kann man fir die Gleichungen (1.05) bis (1.08) schreiben:

2

Fn 2 MnFn Mn?

Wi = Q + P + L (1.14)
2EIx 2EIx 2EIx '
Fn Mn .
e(n) = — + — (1.15)
E Ix E Ix
Fn Mn
sn =—Q +—P (1.16)
E Ix E Ix
Fn Mn
sh =——T + — Ph (1.17)
E Ix E Ix
5.1.3.2 Geometrische Definition der Kontur
Fir gerade Teilbereiche (Typ 1)
F
%
1L
i, }
B
N
e
(m)
Uo & u
(i)
u(i) = (Vo + zcos(B)) i (1.18)
v(i)=(Vo + zsin(B)) i (1.19)
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Geometrische Definition der Kontur
fiir bogenférmige Teilbereiche (Typ 2)

F
v

L
<

L Lo

vei)
Ve

(n)

=

Us
Louce)
u(i) = (Uo + r cos (@ + y)) i (1.20)
v(i) = (Vo + r sin(a + v)) i_ (1.21)
5.1.3.3 Berechnung der Werte (i), p(i), ph(i), q(i), t(i)
Fir den einzelnen Teilbereich (i) der Federkontur ist:
i) = (rA)i (1.22)
p(i) = - (UorA +r2 B1)i (1.23)
ph(i) = (VorA +r2B2)i , (1.24)
q() = (Uo2rA +2Uor2B1 +r3C)i (1.25)
ti) = -(UoVorA +Vor2B1+Uor2B2+r3D)i (1.26)
hierbei ist fur gerade Konturbereiche
r(i) = I() zu setzen
A =1
B1 = 1/2cos(f) Funktion 1
B2 = 1/2sin(p) Funktion 2
Cc = 1/3 cos2(B) Funktion 3
D = 1/6 sin(2B) Funktion 4
und fir bogenférmige Konturbereiche
A =7 Funktion 5
B1 = 2cos(a+ B/2)sin(p/2) Funktion 6
B2 = 2sin(x+ p/2) sin(B/2) Funktion 7
C = 1/2(cos(2a+ B) sin(B) +B) Funktion 8
D = 1/2 sin(2a + B) sin(B) Funktion 9
5.1.4 Beispiel zur Berechnung einer Formfeder
mit geringer Forménderung
Fn | ?
Sh Ay =300°
N pelsrs
\‘ B_’: 60° }‘
22,721
Uu ’ f:|=32'5 /
/4
/
Vo= 50,646 g
~
sh ’ -
I "”g
] th\ 2
n
81130’ o
n,
Yem () Fr
sh
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Bereich (i)1

Uo 22,721
Vo 50,646
r//1 32,5
Alpha 300

Beta 60

A 1,04720
B1 0,86603
B2 - 0,50000
C 0,74011
D -0,37500
I(i) 34
p(i) - 1688
ph(i) 1196
q(i) 84544
t(i) - 60619

5

~hOON

30
1,00000

- 0,43301

0,25000
0,25000
0,14434
45

- 877
506
22781
-13153

79

2565
1702
107325

- 73772

nmnani

Mit b =4,55mm, h =0,3 mm, Ix =0,01024 mm#4
F >0N,Mn=0Nmm, E = 185000 N/mm?2

gilt nach Gleichung (1.15), (1.16), (1.17) fur:
@(n) = -1,3540 Frad/N = ¢(n)=-77,6 Fgrd/N

sn =

56,6683 Fmm/N

sh = -38,952 Fmm/N

5.2 Formfeder mit groBer Formé&nderung

mm
mm?2
mm?2
mm3
mm?3

Der hierbei auftretende geometrische Fehler ist fiir die Beschrei-
bung des Belastungszustandes nicht mehr vernachldssigbar.

5.2.1 Ansatz

Hierzu wird eine durch duBere Belastung verformte Kontur betrach-
tet, die im Gleichgewicht zur inneren Belastung steht.

belastete Kontur

Fir jede Stelle der Kontur gilt:

M(i) =Fn u(i) + Mn

(2.01)

Zur Veranschaulichung des Gleichgewichtszustandes wird ein end-
liches Teilstiick (i) der Kontur ndher beschrieben. Die Biegebean-
spruchung liber die L&nge des Konturelementes sei konstant.

Die Form&nderung infolge der Biegebeanspruchung entspricht der
Krimmungs&nderung.

Aus
Alll) = (poB)i = p, (B +AR)i

(2.02)
st
Po T -

A, = (;ﬁ‘ﬁ)' (2.03)
und mit
Bi = Aliyp,, (2.04)
ist schlieBlich )

1 1
AG, = Al) (—— - ) i (2.05)

PP
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und mit Gleichung (1.15)

Fn Mn
AG, = — pli) + — Al(j) (2.06)
E Ix E Ix
GeméB Gleichung (1.23) gilt
fur gerade Konturelemente mit der Lénge Al(i)
p(i) = -(UoAl+Al2 -1/2cos(B))i (2.07)
Us(i) = (Uo+Al- 1/2cos(B)) (2.08)
N\
fiir bogenférmige Konturelem'ens mit der Bogenlénge Al(i)
(AN .
p(i) = - (UoAl + (T) - 2cos(a+B/2) - sm{ﬁ/Z)) i
B
(2.09)
Al )
Us(i) = (Uo + (n_z') - 2cos{o+p/2) - sin(B/Z)) i (2.10)
B

Mit den Gleichungen (2.08) und (2.10) kann somit fiir Gleichung
(1.23) geschrieben werden:

p(i) = - (Al Us)i (2.11)
Und damit
Al
Aq:i=(— (- FnUs + Mn)) i (2.12)
E Ix

Durch Gleichsetzen von (2.12) mit (2.05) zeigt sich fir die Kriim-
mungsénderung:

( 1 1 ) M (i)

—_—— ) | =- (2.13)
[ Po E Ix

mit

M(i) = (- Fn Us + Mn)i (2.14)

5.2.2 Rechengang

Fir die Berechnung der stark verformten Kontur wird die ganze Fe-
der in Einzelelemente aufgeteilt und die Winkel - und Krimmungs-
anderung fir jedes dieser Elemente gem&B Gleichung (2.12) und
(2.13) berechnet.

Die Summe- der Winkelanderungen ergibt den gesamten Verfor-
mungswinkel an der Laststelle (n).

Die tangentiale Aneinanderreihung der verformten Elemente fiihrt
zu den Verschiebungen sn und sh.

5.2.3 Beispiel zur Berechnung einer Formfeder

mit groBer Forménderung
5.2.3.1 Beschreibung der Kontur und

5.2.3.3 Ergebnistabelle:

__HEBEL | FLACHFEDER
WERKSTOFF E-Modul= 1850080 NH/mm? [Sigma-b(zul)= 688 N/mwmZ [Dichtes ------ grcm 3
G-Modul= ====== H/mm2|Thau = (zull=s —--- N/wm2 [Eps.el=s —-————= %
Last bei:] Kei Cwmd| Eva Cmmd[ M CHsmnd|[ F [ N 1] Rtq (°1] sk Cmml] se Cmm3l
<A > @.e90 0.80@ 33.8887 8.58 =-90.900 0.0 @.00 °
M |=====m—=m= ==m=mmmee L B e D
F =66.1774 =14,5562|-======== 8.5e 98.80=| -18.9563 36.0396
< B > ettt Sttt ettt
FBMESSUNG R ] h = ©.30 mm b = 4.55 mm Ix = .B182375 mm~d
5.2.3.4 Kraft-Weg-Diagramm
mit Vergleich zum Verfahren nach Castigliano
— Beispiel 5.1.4
T
55 ——— : : —r

5]

5

3
7.5

10

15
20

@
N
12.5

-22.5|3
8

H=27.5|V
-2a |

23

HEBEL oy
T

]

Kennlinien nach Castigliano: ------ sh, s=a=a= sn, —s—s— 0,

5.3
5.3.1 Ermittlung der Biegespannung

Bei einem Randfaserabstand e = h/2 bei Bandmaterial bzw. d/2 bei
runden Stédben gilt an jeder Stelle der verformten Kontur fiir die
Biegespannung: ‘

ob(i) = ( %e)i

Mit der Elementkrimmung (M/Elx)i, Gleichung (2.1.3),14Bt sich aus
dem gewahlten Werkstoff und Querschnitt
ob(i) =f (E,b,e) aufzeigen:

Dimensionierung

(3.01) .

Festlegung der Belastungen (siehe Beispiel 5.1.4) ob(i) = ((M/EIx) - E(gew.) - (b(alt)/b(gew.)) « e(gew.))i (3.02)
HEBEL | FLACHFEDER |
WERKSTOFF E-Modul= 185000 N/mm2 [Signa-b(zul>= €08 H/mmé [Dichte= ———-—= g/em~3 T 1 T —T
G-Modul= ====== Hsmm? | Thau = (zuld= =-=- H/mnd |[Eps.el=s ———--= % H17 r r — T T .
Last bei:] Kzi (mml] Eta [mml]| M [N -mwmd] F_C N 1] Rtg [°1] sk Cwml]| se Cmmd 459 e 5 ]
<Aa> 0.00 ©.00 Wa [(C) () 8. 006 8.60 16
T Lt 0.00 |--—----o cmmmoo oo His 425 1
_F -55.2211 =-50.6458[--------- 0.50 90, 00= “e %0 400
< B> |-==-meeao - e el ettt 14
FEMESSUNG A f] h = 8,50 mn b = 4.55 mm Ix = .0102375 nn<d a7s
13 g
3sae e
L2 azs
Eta 1 300
- 18 275 b e, 3
8] ase r
q 225
s 2 208 |
Ks i i 128 | oo
5 e
.1 125 |
) 100 | |
3 ?s
2 so b
H1 2s b
Ho oLl -
& n @ »w 08 un O W
- -~ oy o~ ™ Ly
M/EL|Sigma-b .
1/mm| N/mm~2
1 0~-3 |Laenge ~ mm
[Element (i)
' HEBEL. & L v e o e & S7DOR 2 % 18 8 K0
X0=+145.@8mm | Yo=+115.00mm | RASTER: 58 x S@nm | HEBEL .
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5.3.2 Zuldssige Belastung

Die zuléssige Werkstoffdicke errechnet sich aus (3.02)
mit h(zul) = 2 e:-

h(zul) =2 (Gb(zul)/E)/(M/Elx)i (3.03)

wobel (i) die Stelle der maximalen Beanspruchung, die groBte Ele-
mentkrimmung, darstellt.

Bei Verwendung von Bandmaterial ist
Ixzul = (Ix/h3)i h(zul)3 . ' (3.04)

und das zuléssige Gesamtmoment:
Mozul = (M/EIx)i E (gew.) Ixzul . ) (3.05)

Ist die Kontur nur mit einer Kraft F belastet worden, gilt fiir Fzul:
Fzul = Mozul/Us(i) = Fzul = f (h) (3.06)

Die Gleichungen (3.03) und (3.06) sind Funktionen von h(zul). Aus
ihrer graphischen Darstellung kann die zuldssige Verformung ent-
sprechend nachstehender Diagramme ermittelt werden.

5.3.2.1 Beispiel

Der vorliegende Hebel (Beispiel 5.2.3) soll eine Kraft von 20 N auf-
nehmen konnen.

Der Schnittpunkt mit der Funktionslinie von Fzul fiuhrt zu
h <=1,53 mm.

Gewdhlt wird h = 1,5 mm.

Dieser Wert wird nun auf die| M/E| - Funktion gelotét und mit dem
~dariliber liegenden Diagramm verbunden. Die Schnittpunkte mit

HEBEL

Se

mm
Phi Sk l ABS(M/EI) 7 1/mm~2 ~ 10~=3
—

U~ I T VI T T R - T S e I e R
e )
L a 35 1 1]
Hoz.5 32.5 | 11
.5 38 ) | 11
|55 =27.5} - - ' 11
U 1o 2s | I 41
12 5e22.5} ) | 11
H-15 2o r = | 41
H-17.5 17.5F =1 | 11
H.20 15 S | 1H
H-22.5 12.5 - | 41
H.z5 12 | 1
H.27.5 7.5} . 3-1 | 4
.38 5t 'l | 4
H.-32.5 2.5 | d
H-35 4] 1
n=37.5 -2.5 |
H-43 -5 |
H-42.5  -7.5} |
F-43.93  _yal
[meeT| 2-lf
17mm 2r
18~-3 1.9
== g}
+18% 7|
1.6 F
1.3
1.4 |
1.3
1.2
1.1
Lt
9 F
.8 F
A 3
.6 F
I F
e
.3 -

25

@}
3.5t |f

den Kennlinien fiir sk, se und phi zeigen nun bei dem vorgegebenen " Y e & " o g
Werkstoff und Querschnitt die zuldssige Verformung. et o M - ™ o
HEBEL
Far: phi=12,5°, se = 10 mm, sk =5 mm
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